Réseaux de neurones

Partie 2



Fonction erreur

« Un systeme est décrit comme un vecteur aléatoire
dont les valeurs sont regies par la densite de
probabilitep(x).

» A chaque vecteux est associée un vestgugui se
réalise suivant la loi conditionnelpgy/X).

 L'apprentissage consiste a ajuster les parametres
W, pour une famille de fonctioq$-(x,W}, , en
minimisant I'erreur d’apprentissage calculée sur un
ensemble da exemples:

D = {(X1, Y1) X2 Y2), +s &ns Y}

1 n
Ep = —ZHYi - F(Xi,W)HZ
Ni=1

Mais la fonction F(X,W’) ne minimise pas
nécessairement I'erreur ergénéralisation.

Eyeng| 1% —F05 W pX.py/XYbdy




Soit :

p(x) = [yp(y/ x)dy = E(y/x)

On démontre le résultat suivant :

MiNEggne = Minf|(x) - F(x,w)|* p(x)dx

Remarque
sLa meilleure fonction en géneéralisation est
celle qui approxime au mieux p(x)

Démonstration (cas a1y [/ /[/)
Egane =1 (= 1(X) + (x) = F(x,w))” p(x, y)dxdy

= [ (y= 4x))*p(x, y)dxdy+ [ (1(x) = F(x, w))* p(x, y)dxdy
(1) (2)
+2[ (y= (X)) (u(x) = F(x,w)) p(x, y)dxdy
(3)

(3) =2 (ux) - Fuw)[J (v = 09)p(y/ ¥y Jpx)dx
N Y )
[ yp(y/x)dy—=(x)=0

DoncE .= (1) + (2) et commg1) est independant de w

On tire MinE ... = Min (2)

géné



» But de 'apprentissageF*(x,W) L/t(x)

* E ...etu(x) sont inconnus

géné

» Dans la pratique, on cherche a estim@?) a
partir d 'un ensemble d’apprentissage :

D ={(Xy, Y1), (% ¥y -y O W}

» L'apprentissage consiste a minimiser la
fonction erreuigy :

Ep =

M=

1
N

lyi - F (Xi’W)HZ

e La solution obtenue dépend alors de 'ensemble
d 'apprentissag® : F(x, w*/D)

Remarque

Ce résultat reste valable dans le cas de l'erreur
guadratique pondérée

gene

_'[H,U(X)_F(XW)H ( ) (

g (x)

x)p(y/x)dxdy

AINSI, | Min Eqgn — Min [ [(x)

~Fxw)? P x

o(x)°




Cas de la Classification

Exemple: 2 classes

L’ensemble d’apprentissage est reparti en 2 clas3es
code les réponses désirees :

y|=a Si X[JC,
y|=Db Si X[JC, aveca#b

Probleme: déterminer (s, W) qui minimise :
E = [ (f(x,w)-y)” p(x y)dxdy
Min,E < Min,, [ (f(x,w)- E(y/ X))’ p(x) dx
f (x, W) « approxime »
#(x) = E(y/x)=ax p((C,/x)+bx p(C,/x))

Interprétation :
Si a=letb=0 d(x) = p(@ x)
Si a=letb=-1 dx)=p@x)-p(C/Xx)

Fonction discriminante de
Bayes



Probleme: Déterminer aux moindres carrés f\(¥)
gui minimise :

E=2] S (f(xw)-af + 3 (f (x.w)-b)’

N xIC, xC,
*Hypotheses.
N grand
p(C,)= L} n, =Card(Q)
N
n
p(C,)= WZ n, = Card(G,)
Remarque :

* La precision des approximations @dé€x) dépend de
I'architecture choisie.

* La précision ponctuelle de cette approximationedéfselon
la répartition des exemplgsx).

p(x)grand = f(x,w) proche deL{x)
p(x) petit = f(x,w) ?

* Les régions sous représentées sont plus ou maoescies.

Tous ces esultats se gnéralisent a M classes.



Remarques :

L ’erreur quadratique tient compte daseurs absolues

* |l peuty avoir degrandeserreurs relatives pour les
« petites » probabilités. On pourra utiliser la dismde
Kullback-Leibler.*** Ajouter la formule

* En général les sorties du réseau ne donnent pasiés
probabilités

M

Z fi (x,w)#1
1=1
Il est possible d’utiliser alors pour les neuronesdrties
des fonctionsoftmax :

Chaque neurone i de la couche de sortie calcule son
état par :

S, = expl A;)

2. exp( Aj)

| O sortie

A, est la somme pondérée des entrées du neurone



Maximum de vraisemblance

D={(x,y);1=1,2,.., N/ avecy; [/[7

» Les données sont genérees suivant une distribdéon
probabilitesp(x,y).

» On suppose gque toutes les observations sont
indépendantes.

Ainsi :
P(D) = P((%, Y1), (X2, Y2 )r----(Xni: YN ))
= p(4, Y1) X P(X2: ¥2) % - X P(Xn s YN )

N N

P(D)=T] p(%.Y;) = I p(%/x (%)
= | =

e D’autre part, si on fait 'hypothése :

X0 - y = u(x)+&(x)

*Ou () est une fonction bien déterminéesét) une
variable aléatoire qui suit une loi norm&l€, a(x)!).

Ainsi :

_ 1 1y - p(x)
ply/ X)_a(x)«/ﬁ exp{ 2 g2(x) }




N1 1y = (%)
P(D)= an )N 1IEm r{ 220c) ]p(&)
P

» Soit une famille de fonctions :

F={f(x,W)W}

* On desire approximep par une fonctionf(x, W)
particuliere de la famill&-.

Ainsi :
1 N7 1]y = f (%, W)
P(D,W)= -—
( )(\/ﬁ)NDlU(XI)eX{ 2 o*(x) }
Posons :

EW)=-InP(D,W)

N |_f
;%Hy 02(& )W) ! Zlmg( % )+Corit

: 2] 3

Méthode de maximum de vraisemblance.
Déterminer.  W* = ArgMax,, P(D,w)

= Arg Min,, E(w)




Cas al 0 (X) =0 constante :
Dans ce cas, I'expression d@e depend pas 4.

On peut prendre :

N v — f(x w)l?
i=1 o

Ainsi | Miny, E(W) = I\/Iinw(%yi — f(x ,W)zj

On retrouve la somme des erreurs quadratiques.
Soit W* un systeme de poids qui minimise cette
erreur.

Estimation de o :

En retenantv*, I'erreur E devient :

N v = f(x W*)?
E(W*):}ZHyI f(x,2,W ) +Nlna+%ln2|‘|

2i0 o

La valeur dec® qui minimiseE (w*) est :

1 N
o = WZHyi - f(x ’W*)HZ
=1

Erreur moyenne quadratique



Cas al 0 (x) dépend de x.(casa Yy L1 L)
Il faut alors estimer en plus(x).

On peut alors considéerer un réseau de neurones
multicouche avec deux neurones sur la couche de
sortie.

 Le premier neurone est linéaire et caldife W) qui
estime(x).

* Le second neurone comporte la fonction de transfert
eX et calculec? (x, W) qui estimed? (x).

La fonction d’erreur s’exprime :

E(W)= ;g‘i(yi ;Zf ((XX'WV;/))Z + %%Inaz(xi W)+ %In(zrl )

Qu’il faut minimiser par rapport@&/.




_ (- floewW))© | 1o2(x
£ )= g )

L’initialisation de la rétro-propagation du gradient :

& _ (v~ f(xw) (%)
* pour le neuroné : & o° (%, w)

2
& __ (= f05w) +1 (% %)
* pour le neurong : g a?(x;,w)

L’'algorithme se présente alors en 3 phases



Phase 1 : (Initialisation de la moyenne conditionnelle).

On suppose que” (x) est constante et on apprend
I'erreur quadratique classique. On rétropropagesalor
uniguement a partir du neurofe

(*) % = _(yi — f(Xi ,W)) dans ce cas.

Soit W, les poids déetermine a la fin de cette phase.

Phase 2 : On gele la sortie du neurofe :

Y, = f(Xi ,Wl) pour tout x.

On rétropropage alors uniguement a partir du neurone
2 en prenant :

*% = (yi —f(Xi ,W))2
) ¥~ az(x,w) 1

Soit W, les poids déetermineés a la fin de cette phase.

Phase 3 : Minimiser la fonction d’erreur complete
en rétropropageant a partir de deux neurdnet2, en
appliguant les formules (*) et (**).



Exemple :

Phase | Phass || Phase Il
| 1 1[
05 [ 05t [ 0.5
x 3 ®
¥ 0 5 0 4 0F
05 Vo 05 Vo 05
1 y . 1
0 1 0 1 0 f
X X X
Phase | Phasa || Phase Il

0.4




