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Exemple 1 : On veut relier une ville A & une ville Z par une voie
ferrée. Le graphe ci-dessous présente les trongons envisageable,
valués par leur co(t de construction
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2 solutions de colts minimum : (A,B,F,l,K) ou (A,C,F,I,K)




Processus de décision décomposable en phases

» Un processus qui se décompose en une suite de N phases de décision.

+ Chaque phase k est caractérisée par un ensemble d’états initiales Y, _, et un
ensemble d’états terminales Y,

+ Au cours de la phase k, I'évolution d’un état initial y,_, vers un état terminal y, ,
se réalise par l'intermédiaire d’une décision dont le colt est noté parv,(y,_; Yi)-

* Une politique d est une succession de décisions d, d,... d,, permettant de
générer une séquence d’états : y, Y, .... Yn.1 YN

* Le co(t d'une telle politique est défini par :
N
o(d) = > Vi (Vi1 ¥i)
k=1
Deux problémes se posent :
(P1) Etant donné un état initial y, et un état terminal y, , déterminer la politique de
cout optimal parmi celles qui évoluent de y, a yy.

(P2) Déterminer une politique de colt optimal parmi celles qui évoluent d’un état
donné initial vers I'un des états de Y

Principe de Bellman

Définition (sous politique) : étant donné une politique d= d, d,... d, générant la
séquence des états y, Y, .... Yy.1 Yn- L@ séquence de décisions dk=d, d,... d,
qui génére la séquence y, Y, ... Y, sera dite une sous politique de d.

Principe de Bellman : « Toute sous politique d’un politique optimale est elle-
méme optimale ».

Ainsi si la politique d=d, d,... d,... d,, générant la séquence des états y, y, ....
Yi--- Yn Yy €St optimale parmi toutes celles qui permettent d’atteindre y, a
partir de y, alors la sous politique dk= d, d,... d, est optimale parmi toutes
celles qui permettent d’atteindre y, a partir de y,,.




Formules d’optimisation séquentielles

Décision Xy

Etaty,;, ——— | ! PhaseK :|———— FEtaty,

Rapport r, = V(.1 i)

On note par f(y,.1.Yi) le « colt » de la politique minimale permettant d’évoluer
dey, ay, (a la fin de I'étape k).

On afi(yo.y1) = Vi(Yo,Y1)
Le principe de Bellman nous permet de tirer la relation de récurrence :

Exercice

Probléme d’investissement : On suppose que I'on dispose de 4 unités
monétaires (u.m.) que nous souhaitons investir dans 4 régions différentes.

D’autre part, on se fixe la regle que I'on ne peut pas investir plus de 3 u.m.
dans une méme région.

Le tableau ci-dessous indique I'apport qu’apporte I'investissement de x;
u.m. dans l'actions R,.

R; R, R Ry Ry
xi

X 0 0 0 0
X2 25 24 18 17
X3 38 39 36 37
X4 47 53 54 55

Déterminer un plan d’investissement optimal.




Alignement de séquences

Le role de I’alignement des séquences est d’inférer 1’évolutionltkelle entre deux séquences
sans aucune connaissance a priori sur leur évolution.
Ainsi, considérons I’alphabet {A,C,G,T} et les deux séquences aBACTGC et b=ACGTC,
plusieurs alignements sont possibles, a titre d’exemple considérons les deux alignements
suivantC] 1 {ACTG -C et 2 { ACTG -C

A -CGTC AC-GTC

Le premier alignement est de longueur L=6 et correspond all
- La suppression du second caractere (C) de la séquence a dans la séquence b .
- La substitution du troisieme caractere (T) de a par le second caractere (C) de b.
- L’insertion dans b du caractere T entre les deux caracteres (G) et (C) de b.

Le second alignement est de longueur L=6 et correspond a1
- La suppression du troisieme caractere (T) de la séquence a dans la séquence b.
- L’insertion dans b du caractere T entre les deux deux caracteres (G) et (C) de b.

Longueur d’un alignement
Ex1 a=a, a 25,5894,
NN

a*=-aa,a;8,a5852,8589 2y =11
b*=b,b,b, - - b, - bsbgb, b, -

n

Ex2

A=2a,3,3;3,35a5d; 3898

//]

b =b, b, b, b, by by b, by

A

®__ oo .
a* = a, - a,3;2,852,2;838,,,
L=13

b* =b,b,b, b,bs- - - - byb, by -




Alignement suite

Ainsi, les trois opérations élémentaires dans un alignement sont

1) X ""Match"si X = Yidentité 2) X —Insertion 3) = Suppression
Y X = Ysubstitution - Y

Distance entre 2 séquences

Etant donné 2 séquences a=a,a,...a, et b=b,b,...b, écrites dans une alphabet fini A, On
suppose définit :

- d(a,b) = d(b,a) (colit de la substitution du caractere a par le caractere b ou b par a).

- d(a,a)=0 (colit du «mhatchd identité)

- d(a,-) = d(-, a) = g(a) (colit de la substitution ou I’insertion de a).

Etant donné un alignement donné de aetb : a*=a'a’..a etb*=bb...b;
L

On définit le colit de cet alignement par > d(a; ,b;)
i=1

La distance entre les deux mots a et b, D(a,b), est définie comme étant le colit de
I’alignement minimal : L
D(a,b) =Min ¥ d(a;,b;)
(

ab)id

Calcule de la distance par Programmation dynamique

Etant donné 2 séquences a=aja,...a, et b=bb,...b, il est possible de définir un
alignement des 2 séquences a et b par une séquence de décisions consécutives. On
note par :
al = a a,...a la sous séquence de a formée des i premiers caracteres
bi=b,b,..b; la sous séquence de a formée des i premiers caracteres
Afin de définir le processus décisionnelle, on note par y;; I’état qui représente un

alignement particulier des 2 sous séquences a' et bi. Etant donné I’état y;; il est
possible de progresser dans 1’alignement en prenant 1’une des 3 décisions suivantes :

Suppression
Yij —> 0 Yu”

Insertion W

(@] 0 Yialjsl -
Yij+

Alignement de a' avec bi*1




Exemple

On considere les 2 séquences suivantes définies sur la méme alphabet A = {A,C,G,T}:
a=GGGTGATTAG et b=GCGATATAG

Ainsi, I’alignement suivant :

a*=G-GGTGATT-A--G
——GC——G—GATATAG

substitution :

8 substitution

2 insertion

N

Correspond a la séquence de décisions suivantes : 1 suppression, 2 insertion, 3
substitution, 4 suppression, 5 suppression, 6 identique, 7 suppression, 8 substitution, 9
substitution, 10 insertion, 11 identique, 12 insertion, 13 insertion, 14 identique

Calcule de la distance

Les formules de la programmation dynamique permettent de calculer cette distance.
Soit a=a, a,a,...a, et b=b,b,b;...b |
On définit D; =D(a,a,...a;, bb,...b;)

j i
Ona:Dy =0, D,;. Y d(=,by) et D= Ed(ak’_)
o= |

Et la formule de récurrence : D, ;=MIN|D, ; +d(a;,-), D, +d(a;,b;),D; ;. +d(=,b;)_

d(a,.b)) d(a;,-)

d-by)




Exemple de calcul

GGGTGATTAG et b=GCGATATAG

a:

10

G|IC|G|IA|T|A|T|A|G

10

o

D(a,b)




