LES CARTES TOPOLOGIQUES



Quantification vectorielle

D espace des données

A ensemble d’apprentissage AcDcR
A=1{z;,i=1,.,N}

Réduire I’information de D
* En la résumant par un ensemble de p référents

_ _ X Ensembl

W= {WC’C =1, "p} dessilg'lrdnicjs

 En_réalisant une partition de D en p Obseration = i, A ,
sous-ensembles par | ’intermédiaire d une Référant wy(z)=v_ £

fonction d’affectation ¥y :
z7:D—>{12,...p}

Espace des observations
et des référants

P= {a,g,..,Pp}
P.={zeD/ y(z)=c}



Méthode des k-moyennes

* Minimiser la somme des inerties locales par rapport a y et W

WZ(Zi)

2
=Y Ve
c z;eF.NA4

}
XI=% Xz -w]

c z;€4
)((Z)C

* L’inertie [, représente |’erreur de quantification obtenue si I’on remplace
chaque observations de P, par son référent w,

* Minimisation itérative qui fixe alternativement la partition () )puis
minimise [’inertie (W)



Phase d’affectation:
Pour un ensemble W de référents fixe, la minimisation de I par

rapport a ¥ s’obtient en affectant chaque observation z au référent
w,_ selon la nouvelle fonction d’affectation ¥

2(z)=argmin, |z—w,|” 3)

La partition y est fixée. La fonction I(W, ) est quadratique et
convexe par rapport & W. Le minimum global est atteint pour

a_|a a aj._,
W | v, ow, U aw

p

Q Zzi

VCZZZ.EPC(ZZ-—WC)ZO WCZM (4)



Algorithme des k-moyennes

L. Phase d'initialisation : t =0, chotsir les p réferents imtiaux (en general d'ung maniere aleatoire),
fver le nombre maximal dtterations . .

2, Etane térative : & féraion f, 'ensemble des éférens ! de I étape précédente sontcomnus:
Phase affetation : mise 4 jour de Ia fonction d'affectation ' associée a W' : on affecte chague
observation 2 au referent defini a partir de |'expression (3),

Phase de minimisation ; caloul des nouveaux référents 1" en appliguant I'équation (4).

3, Répeter I etape tiative Jusqu'a ce que [on atieigne &> N, iterations ou une stabilsation de
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Apprentissage avec trois centres mobiles
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Les données présentent 2 groupes qui ne
sont pas retrouvées par | utilisation de 3
centres mobiles

(Effet de de la normalisation sur la
classification

Gauche: partition pour k=2 sur les
données

Droite: partition pour k=2 obtenue
apres normalisation des données
(centrées, réduites).

La bonne partition n ’est plus
retrouvée.




Comportement de I’algorithme des k-moyennes en
fonction des densités sous-jacente
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(a) Données simulées selon deux distributions
gaussiennes de matrice de variance-covariance
différentes

(b) réferents et partition obtenue a la convergence
avec deux reférents

(c) avec cinq référents;



Cartes topologique

L’ensemble des indices est maintenant ordonné.

Il s’agit d’un espace discret (C) de faible dimension a des fins de
visualisation (1-D, 2-D).

C ensemble de neurones connectés par une structure de graphe
non-orienté muni d’une distance discréte 5 sur Cet d’une
structure de voisinage:

(a) ; voisinage d’'ordre 3 de ¢
%(d) — {T €<€; 5(67 T) S d} voisinage d’'ordre 2 de ¢
ﬁ voisinage d’ordre 1 de c
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un vecteur referent ¢ I’espace des observation A
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L apprentlssage approxime la densité espace des observations
sous- jacente des données tout en et des référents

cherchant a respecter une contrainte Les indices des référents sont ordonnée
de conservation de la topologie de la

carte par la topologie

Deux neurones—c et r « voisins » par NOTION DE CONSERVATION DE
rapport a la topologie discrete de la LA TOPOLOGIE

carte ( sont associés a deux vecteur
référents W, et W_proches dans
[’espace des données D.



Apprentissage

Apprentissage de la carte = Minimisation d’une fonction de cotit

Teom W) = > Y KT (8(c, x(2:) |1z — wel®

z; €A ceC

La valeur de T détermine la taille du voisinage
V.i={re CK'(dc r) > of.

(T trés prochede 0 —— Algorithme des K-moyennes)

Le seuil o gere 1’ordre des valeurs significatives prises en compte par le
calcul.

Chaque observation z calcule une distance généralisée a I’ensemble des
neurones de la carte par l'intermédiaire de la fonction K™

A" (25, Wygay) = Y KT (6(c, x(za) | — we*
ccC




Onfimisafi lantative d looi

Minimisation itérative de J*°™ (¢, W) pour un parametre T fixé:

Phase d’affectation:
L’ensemble W des référents est fixé, la minimisation s’obtient en

affectant chaque observation z au référent w_ selon la nouvelle
fonction d’affectation y T

(18) X"(e) = argmay D Kr(5(e, s —well* = srg gl we)

Pl le minimisation:

La partition i ' est fixée. La fonction J**™ (y, W) est minimisée par rapport
a I’ensemble des référents W. La fonction étant convexe par rapport
aux parametres le minimum global est atteint pour

Y K(8(c,m)Z,

T — rec Z représente la somme de toutes les
Z K(6(c,7))n, observations affectées au neurone r
reC

n, le nombre de ces observations



Minimisation i voisi ani

Algorithme « nuées dynamiques » des cartes topologiques : T fixé

1. Phase d’initialisation : £ =0 Choisir les p reférents initiaux (en général, d'une maniere aleatoire),

la structure et la taille de la carte, le nombre d'iterations V. ,.

2. Etape itérative t. L ensemble des référents W'/ de I'étape précédente est connu,

— phase d’affectation : mise a jour de la fonction d’affectation y* associé & W*/. On affecte chaque
observation z; au referent defini a partir de I'expression (18) ;
—¢tape de minimisation : appliquer I'équation (19) afin de déterminer I'ensemble des nouveaux référents W

3. Répéter I'étape itérative jusqu’a ce que I'on atteigne N. . itérations ou une stabilisation de /I .
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Donn¢es simulées selon quatre gaussiennes qui se recouvrent partiellement
Initialisation des réfeérents selon une lo1 normale N(0, 0.01)

A gauche les données

A _droite: Représentation simultanée des données et des référents au
moment de la phase d’initialisation de ’algorithme.



. looi | 11 T fixé

de haut en bas et de gauche a droite T=10, T=5; T=3; T=I
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Ueorithme d loo

* La minimisation a T fixée est répétée un certain nombre de fois en
faisant décroitre la valeur de T.

* L’ordre apparait pour les grandes valeurs de T, la carte se déploie
alors pour recouvrir les données et faire diminuer la variance intra.

Les parametres déterminants de la minimisation sont

*  Lintervalle de variation de T, la valeur
initiale T"* et la valeur finale T""

Lenombre de fois ou [’étape itérative est
effectuée

*  La maniere dont le parametre décroit
dans l'intervalle [T, T™n]



Optimisation globale des cartes topologiques

1. Phase d’initialisation. Effectuer I’algorithme nuées dynamiques des cartes auto-organisatrices
pour lavaleur T=T, ,,1=0

2. Etape itérative £. L’ensemble des référents W*! de I’étape précédente sont connus. Calculer la
nouvelle valeur de T en appliquant la formule :

t

T : Niter—1

T =T ow mn (20)
* (Tmam)

Pour cette valeur du parametre T, effectuer les deux phases suivantes :

phase d’affectation : mise a jour de la fonction d’affectation y’ associée a W*!. On affecte chaque
observation z; au référent défini a partir de I’expression (18) ;

phase de minimisation : appliquer 1’équation (19) afin de déterminer I’ensemble des nouveaux réfe-
rents W,

3. Répéter I'¢tape itérative jusqu’a que 1’on atteigne 7' =

min.
R T A S Une mauvaise gestion de la
i T e décroissance de T peut
e AR e introduire des anomalies dans
£ | | ' Pordre
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Les frontieres dessinées par les
neurones n’ayant rien captes
permettent de distinguer
grossierement les différents
groupes.

Dans [’exemple les observations
ont été decoupées en deux sous
ensembles regroupant a chaque
fois deux gaussiennes.



Algorithme de Kohonen

1. Phase d’initialisation

— choisir la structure et la taille de la carte et les p référents initiaux (en general, d'une maniére
aleatoire) ;

— fixer les valeurs de T, T,,;, et le nombre d’itérations N, : prendre £ =0.

2. Etape itérative t : I'ensemble des référents "W/ de I"étape précédente étant connus :
— choisir une observation z, (en général, d une maniére aléatoire) :

— calculer la nouvelle valeur de T en appliquant la formule :
i

: tfer L
T Ts (22 ) 23)

Tma:t:
Pour cette valeur du parametre T effectuer les deux phases suivantes :
— phase d’affectation : on suppose W*! connu ; on affecte ['observation z; au neurone y(z;) défini a
partir de la fonction d’affectation (3) :

— phase de minimisation : calcul de I'ensemble des nouveaux référents W: les vecteurs référents sont
modifiés selon la formule (22) en fonction de leur distance au neurone selectionné a " étape d affecta-
tion.

3. Répéter |'étape iterative en faisant décroitre la valeur du parametre I jusqu’a ce que 1'on atteigne
t=N

iter




Ordre Topologique

Joem=2_ > D KT(8(c,m))llm — well* = TTYKT 6(c, 7))z — wel®

r z;€EPNA c r z;EP,.

¢ rcz; P,

[TT > Kr(8(e,r)lz: WTIZI BTG, ) 2, e p, 12 — well?]

— %ZZKT((S(C,T)) [Z lzi — wel|* + ) IIZ@-—WrIIZ]

¢ r#c Z;C Py z;C P

+KT (5(6’ C)) Z ¢ Z szPi'HZ! - WCHZ :

S

Induit Pordre sur la carte, deux neurones
proches doivent avoir des référents proches

Fonction de coiit des k-moyennes pondéré par KT(0)

T petit:carte topologique et k-moyennes coincident




Déronl  de Paleoritl

Premiere phase valeur de T
| :: : grande, minimisation du
i L R premier terme de J
T L ordre se met en place
Deuxiéme phase valeurde T
i petite, minimisation du second
terme de J

0.6

0.4

La variance intra est minimisée, les
référents deviennent les centres
de gravite de la partition
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Internrétation d o< tonolosi

CARTE TOPOLOGIQUE =

K-MOYENNES SOUS CONTRAINTE D’ORDRE
ou K-MOYENNES REGULARISE

081

Comparaison: algorithme des
k-moyennes, carte topologique
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Base étiquetée statistiquement
représentative:

1. Affectation a l’aide de la fonction y
2. Utilisation du vote majoritaire sur
les differents sous-ensemble de la
partition

3. Etiquetage du neurone

Pas de connaissance experte

Sous I’hypothése d’un bon ardre topologique

11 est tres probable que deux neurones voisins
représentent des données de méme classe.

Une Classification Ascendante hiérarchique
Permet de les retrouver

[Aucune connaissance expcrte] .



Algorithme de classification hiérarchique

1. Initialisation. Considérer la partition formee par les singletons ; chaque neurone est alors affecté a
un sous-ensemble distinct. Choisir le nombre K de groupement que 1’on souhaite former.

2. Pour une partition donnée, trouver les deux sous-ensembles les plus proches au sens du critere de
similitude choisi, et les fusionner de maniere a former un seul sous-ensemble.

3. Si le nombre de groupement de la partition courante est inferieur a K, revenir a I’étape (2), sinon
I’algorithme se termine.

indice de
dissimilarite
A

| (11)

(10)

(8)

1 (4) (3) (6) (2) (S)







Le probléme physique

i visible '
i 412|443|490|510|555| 670|765 865 |
i % SeaWiFS '—Vh—'
ESPACE . proche
! Rayonnement |:|'.'|:| in rarougci
i solaire incident Rayonnement sortant :

absorption par
H20, aerosols,
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TERRE-OCEAN



Les données

Image SeaWifs (Polder): analyse de la 5199807120649
méme scéne selon 8 (5) longueurs SeaWiFS 18/03/1998
d’onde ; B

0

On cherche a déterminer les
différents types d’aérosols

Longueurs d’ondes

Bandes k (nanométres) /lk

1 412
443
490
510
555
670

765
865 Region etudiee (194680 pixels)

Q0| ~N OO W N




Les données: image SeaWifs sur la Afrique de 1 *ouest et les Iles Canaries
5 janvier 1999 échantillonnée d’une maniere homogene (1 ligne sur
10). Chaque observation est constitu¢ par les 8 longueurs d’onde.

Apprentissage: carte topologique 10*10 (algorithme PRSOM),
Classification hiérarchique : 2 classes (Séparation mer nuages)
4 classes (Recherche des types d ’aérosols)

TEST
Image entiére




Image SeaWifs Afrique de 1 "ouest et Iles Canaries
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——— Nombre de pixels captés

Le nombre de pixel
capté par chaque
neurone est une
premiére indication
sur la densité des
données (spectre de
R?®)
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Permet d ’interpréter 1 *ordre
topologique obtenu en
fonction des données.
Chaque référent est un
spectre de RS,

La forme des spectres des
référents varie de maniere
ordonnée selon les deux
directions.

Carte SOM_(10%10) cod : ité (codagel.




Comparaison de la classification SOM+CAH en deux classes avec le
produit distribué par SeaWifs
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par SOM et peuvent étre analysés
en terme d ’aérosols



Visualisation d un neurone, des spectres associées

Localisation du sous-ensemble de pixels sur 1 ’image
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Tous les pixels pour lesquels un canal n ’a pas fonctionné sont affectés au méme neurone

Visualisation de ] tion: détection des données al

neurone 17
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Spectre et varianc¢ des neurones 17 et

A 4

\4
Spectres des pixels de 1 ’image affectés au neurone 16, 32
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Aérosol désertique: bleu foncé
Aérosol marin: rouge
Nuages: bleu clair

Eaux du cas2: jaune

La nature des aérosol ne pouvant pas étre
observée, la comparaison avec d ’autres
méthodes permet de juger de la cohérence de
la classification obtenue.

Les types proposés par l ’algorithme Merisse
sont utilisés pour étiqueter les neurones




: la classification de 1 e del’

PRSOM + vote majoritaire

Classe1 | Classe2 | Classe3 | Classe4

Aerosols 08 0.04 0 0.16
marins

nuages 0.03 0.91 0.01 0.05

Expert

Cas 2 0.03 0.22 0.71 0.03
A€rosols 0.1 0.04 0 0.86
désertiques




